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1 Mã tuyến tính

1.1 Ma trận

1.1.1 Định nghĩa về ma trận

Định nghĩa 1.1. Mỗi bảng A với m hàng, n cột có dạng

A =


a11 a12 ... a1n
a21 a22 ... a2n
... ... ... ...
am1 am2 ... amn


trong đó aij ∈ R được gọi là một ma trận cỡ m× n. Ta kí hiệu ngắn gọn là A = [aij ]m×n.

• Nếu m = 1, ta gọi A là một véc-tơ hàng. Nếu n = 1, ta gọi A là một véc-tơ cột. Nếu m = n, ta gọi A là một ma
trận vuông cỡ n.

• Với mỗi i = 1, 2, ...,m, véc-tơ hàng (ai1, ai2, ..., ain) := [ai1, ai2, ..., ain] được gọi là hàng thứ i của A. Với mỗi

j = 1, 2, ..., n, véc-tơ cột


a1j
.
.

amj

 được gọi là cột thứ j của A. Giá trị aij được gọi là phần tử thứ (i, j) của A.

1.1.2 Các phép toán cơ bản trên ma trận

Cho A =

a11 ... a1n
... ... ...
am1 ... amn

 = [aij ]m×n và B =

 b11 ... b1n
... ... ...
bm1 ... bmn

 = [bij ]m×n là hai ma trận cùng cỡ. Ta định nghĩa các

phép toán với ma trận sau đây

• Ma trận chuyển vị của A là ma trận cỡ n×m

AT =


a11 a21 ... am1
a21 a22 ... am2

... ... ... ...
a1n a2n ... amn



Nói cách khác, ta đổi vai trò của các hàng và các cột của A. Hay ta có thể viết mỗi véc-tơ cột


a1
.
.
an

 thành các

véc-tơ hàng (a1, ..., an)
T .

• Tổng của hai ma trận A và B là ma trận

A+B =

 a11 + b11 ... a1n + b1n
... ... ...

am1 + bm1 ... amn + bmn

 = [aij + bij ]m×n

Nói cách khác, ta cộng từng phần tử của A và B theo từng tọa độ.

• Với mỗi vô hướng λ ∈ R, ta có thể nhân λ với A.

λA =

λa11 ... λa1n
... ... ...

λam1 ... λamn

 = [λaij ]m×n

Nói cách khác, ta nhân λ với từng phần tử của A.
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Cho hai ma trận A = [aij ]m×n, B = [bij ]n×p. Tích AB của hai ma trận trên là ma trận m × p AB = [cij ]m×p với

cij =
n∑
s=1

aisbsj

. Ví dụ:

a b c
d e f
g h i

x t
y u
z v

 =

ax+ by + cz at+ bu+ cv
dx+ ey + fz dt+ eu+ fv
gx+ hy + iz gt+ hu+ iv


Phép nhân ma trận thỏa mãn các tính chất sau:

• Kết hợp: Với mọi A ∈Mm×n(R), B ∈Mn×p(R) và C ∈Mp×q(R), ta có

(AB)C = A(BC)

• Phân phối hai phía với phép cộng: với mọi A,A1, A2 ∈Mm×n(R) và B,B1, B2 ∈Mn×p(R)

A(B1 +B2) = AB1 +AB2

(A1 +A2)B = A1B +A2B

• Tương thích với phép nhân vô hướng: với mọi A ∈Mm×n(R), B ∈Mn×p(R) và λ ∈ R

λ(AB) = (λA)B = A(λB)

1.2 Mã tuyến tính

1.2.1 Trường và không gian véc-tơ

Định nghĩa 1.2. Trường F là một tập hợp được trang bị 2 phép toán + và . thỏa mãn các tính chất sau

• (F,+) là nhóm abel với phần tử trung hòa 0.

• (F, .) là nhóm abel với phần tử trung hòa 1.

• Phép cộng và phép nhân có tính phân phối.

Ví dụ:

• Tập Fp gồm các phần tử 0, 1, ..., p− 1 với p nguyên tố. Phép cộng và phép nhân tính theo modulo p.

(a+ b)c = ab+ bc mod p

• Tập số thực R và tập số phức C là trường với phép nhân và phép cộng thông thường.

Định nghĩa 1.3. Một không gian véc-tơ V trên trường F là một tập hợp cùng với hai phép cộng véc tơ và phép nhân
vô hướng thỏa mãn

• (V,+) là nhóm abel

• Tính phân phối: Với mọi x, y ∈ V và λ, µ ∈ F, ta có

λ(x+ y) = λx+ λy, (λ+ µ)x = λx+ µx

• 1x = x với 1 là phần tử đơn vị của F

Ví dụ 1.4. • Mọi trường đều là không gian véc-tơ trên chính nó

• Vành đa thức F[X] là không gian véc-tơ với phép cộng đa thức và phép nhân đa thức với vô hướng

• Cho V,W là hai không gian véc-tơ. Tích Descartes V ×W của V và W là không gian véc-tơ với phép toán

(x, x′) + (y, y′) = (x+ x′, y + y′)

λ(x, x′) = (λx, λx′)
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• Fn là không gian véc-tơ đạt được bằng cách lấy tích trực tiếp của n không gian véc-tơ F. Các phần tử của Fn có
thể xem như một mảng n phần tử

Cho trường F. Kí hiệu Fn là tập các véc-tơ gồm n phần tử thuộc F, với phép toán cộng véc-tơ và nhân vô hướng.

Định nghĩa 1.5. Cho tập k véc-tơ độc lập tuyến tính thuộc Fn, không gian véc-tơ con của Fn là tập các véc-tơ có
thể viết thành tổ hợp tuyến tính của k véc-tơ trên.

• Số k được gọi là số chiều của không gian véc-tơ con.

• Tập k véc-tơ trên được gọi là cơ sở của không gian véc-tơ con.

1.2.2 Mã tuyến tính

Định nghĩa 1.6. Cho Fp là một trường hữu hạn. Một mã (n, k) tuyến tính C là một không gian véc-tơ con k chiều
của Fn. Các véc-tơ thuộc C được gọi là từ mã.

Ví dụ 1.7. • Khi C =n, tất cả véc-tơ n chiều đều là từ mã của C.

• Tập các véc-tơ có độ dài n và tất cả các phần tử đều bằng nhau tạo thành một mã (n, 1) tuyến tính. Mã này
được gọi là mã lặp lại.

Định nghĩa 1.8. Một ma trận sinh của mã (n, k) tuyến tính C là một ma trận k × n G sao cho các hàng của G tạo
thành một cơ sở của C.

Ví dụ 1.9. Ma trận dưới đây là ma trận sinh của một mã (5, 3) tuyến tính.

G =

0 1 0 0 0
1 1 1 0 1
1 0 1 1 0

 .
Định nghĩa 1.10. Cho mã (n, k) tuyến tính C. Một ma trận điều kiện của C là một ma trận (n − k) × n H thỏa
mãn:

H ·mT = 0 ∀ m ∈ C.

Ví dụ 1.11. Cho mã (5, 3) tuyến tính với ma trận sinh

G =

0 1 0 0 0
1 1 1 0 1
1 0 1 1 0

 .
Một ma trận điều kiện của mã trên là

H =

[
1 0 1 0 0
0 0 1 1 1

]
.

Định nghĩa 1.12. Cho một mã (n, k) tuyến tính C. Ta định nghĩa mã đối ngẫu C⊥ của C như sau

C⊥ = {c ∈ Fn | c.mT = 0 ∀ m ∈ C}

Ta dễ dàng thấy ma trận sinh của C là ma trận điều kiện của C⊥ và ngược lại.

Ví dụ 1.13. Mã đối ngẫu của mã (5, 3) tuyến tính trong ví dụ trên là mã (5, 2) tuyến tính với ma trận sinh và ma
trận điều kiện như sau

G =

[
1 0 1 0 0
0 0 1 1 1

]
.

H =

0 1 0 0 0
1 1 1 0 1
1 0 1 1 0

 .
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2 Mã Hamming

2.1 Định nghĩa và tính chất

2.1.1 Trọng số

Định nghĩa 2.1. Cho mã (n, k) tuyến tính C. Với m ∈ C ta định nghĩa trọng số của m là số kí tự khác 0 của m, kí
hiệu là wt(m). Trọng số của C là số nhỏ nhất khác 0 trong các trọng số của m ∈ C.

Ví dụ 2.2. • Véc-tơ x = [0, 1, 0, 1, 1, 0, 0] có trọng số wt(x) là 3.

• Cho mã tuyến tính gồm 4 từ mã {(0, 1, 0), (0, 0, 1), (0, 1, 1), (0, 0, 0)}. Trọng số của mã này là 1.

2.1.2 Khoảng cách Hamming

Định nghĩa 2.3. Cho m,m′ ∈ Fn. Khi đó, khoảng cách Hamming giữa m và m′ là

d(m,m′) = wt(m−m′).

Tính chất 1. Cho mã (n, k) tuyến tính C. Khi đó:

wt(C) = min
m,m′∈C,m6=m′

d(m,m′) = min
m∈C

wt(m).

Khoảng cách Hamming thoả mãn bất đẳng thức tam giác

d(m,m′) + d(m′,m′′) ≥ d(m,m′′).

Ta có cách phát hiện lỗi và sửa lỗi với C như sau: cho x ∈ Fn,

• Ta phát hiện x có lỗi nếu 0 < d(x,m) < d ∀m ∈ C.

• Ta sửa được lỗi đối với x nếu như tồn tại m0 ∈ C sao cho d(x,m0) <
d
2 .

2.1.3 Định nghĩa mã Hamming

Định nghĩa 2.4. Cho m > 2 và n = 2m − 1. Ta xây dựng ma trận m × n Hm,2 có các cột khác 0 và đôi một khác
nhau. Mã tuyến tính nhị phân có ma trận điều kiện Hm,2 gọi là mã Hamming, kí hiệu là Ham(2m − 1, 2m −m− 1).
Các cột của H là biểu diễn nhị phân của các số nguyên từ 1 đến 2m − 1.

Ví dụ 2.5. Mã Ham(7, 4) có ma trận điều kiện

H =

0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0 1


2.1.4 Trọng cực tiểu của mã Hamming

Gọi di là các từ mã có độ dài n = 2m − 1 có vị trí khác 0 duy nhất là i, dij là các từ mã có độ dài n khác 0 tại i và j.

• Nếu Ham(2m − 1, 2m −m− 1) có trọng cực tiểu bằng 1, tồn tại di sao cho HdTi = 0. Điều này tương đương với
H có cột bằng 0.

• Nếu Ham(2m− 1, 2m−m− 1) có trọng cực tiểu bằng 2, tồn tại dij sao cho HdTij = 0. Điều này tương đương với
H có 2 cột bằng nhau.

Vậy Ham(2m − 1, 2m −m− 1) có trọng cực tiểu lớn hơn 2.
Xét 3 số tự nhiên a, b, c nhỏ hơn n sao cho a+ b = c. Các véc-tơ là biểu diễn nhị phân của a, b, c là cột của H, giả sử
là cột thứ p, q, r. Từ mã có vị trí p, q, r khác 0 thuộc Ham(2m − 1, 2m −m− 1), do đó Ham(2m − 1, 2m −m− 1) có
trọng bằng 3.

Hệ quả 2.6. Mã Hamming (nhị phân) là một mã (2m − 1, 2m −m − 1, 3). Như vậy, mã Hamming có thể phát hiện
tối đa 2 lỗi và sửa tối đa 1 lỗi.
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2.2 Giải mã

2.2.1 Mã hóa

Định nghĩa 2.7. Xét mã (n, k, d) có ma trận sinh G và ma trận điều kiện H. Ta mã hoá một thông điệp x ∈ Fk bởi
ánh xạ x→ c = xG.

Ví dụ 2.8. Xét mã có ma trận sinh

G =


1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 1 1
0 0 1 0 0 1 1
0 0 0 1 0 1 1
0 0 0 0 1 1 0

 .
• Mọi thông điệp x = x1x2x3x4x5 được mã hóa thành

c = x1x2x3x4x5(x2 + x3 + x4 + x5)(x2 + x3 + x4).

Xét mã có hệ thống với ma trận sinh G = [I|A], nhận thông điệp x và mã hóa thành c = xG. Ta có thể thấy k
phần tử đầu tiên của c chính là x. Do đó ta chỉ cần tính n− k phần tử còn lại thay vì nhân ma trận xG.

2.2.2 Giải mã hợp lý cực đại

Định nghĩa 2.9. Khi nhận được véc-tơ y = x + e, ta tìm trong qn véc-tơ z thuộc mã C có khoảng cách Hamming
với y nhỏ nhất

x = argmin
z∈C

d(z, y).

• Nếu có không quá t = bd−12 c lỗi trong quá trình truyền tin, cách giải mã trên trả về duy nhất véc-tơ x.
Chứng minh: Kí hiệu St(c) là tập các véc-tơ (không nhất thiết thuộc C) có khoảng cách tới c không quá t. Cho
c1, c2 ∈ C, ta có St(c1) và St(c2) không giao nhau. Véc-tơ nhận được thuộc St(x), do đó không tồn tại véc-tơ
khác x có khoảng cách với y nhỏ hơn t.

• Nếu có không quá d− 1 lỗi, ta có thể phát hiện có lỗi nhưng chưa chắc giải mã được.

2.2.3 Giải mã syndrome

Giải mã hợp lí cực đại thực hiện bằng cách tính khoảng cách của qn véc-tơ trong C, sẽ gặp khó khăn khi |C| lớn.
Phương pháp giải mã syndrome giúp tìm véc-tơ lỗi hiệu quả hơn.

Nhận xét 1. Nếu ta nhận được véc-tơ y = x+ e với x ∈ C thì

HyT = HxT +HeT = HeT .

• Lớp kề của y ∈ Fn là tập y+C = {y + c | c ∈ C}. Véc-tơ có trọng nhỏ nhất trong lớp kề gọi là phần tử dẫn của
lớp kề, đặt là e.

• Gọi syndrome của y là véc-tơ syn(y) = HyT ∈ Fn−k. Các phần tử cùng thuộc lớp kề có cùng syndrome.

• Nếu F có q phần tử, khi đó ta sẽ có qn−k lớp kề tương ứng với qn−k syndrome.

• Giải mã syndrome: với mỗi lớp kề của C, ta tính trước phần tử dẫn và syndrome ứng với lớp đó. Khi nhận được
y, ta tính syn(y) và so sánh với syndrome đã được tính trước.

Ví dụ 2.10. Xét mã nhị phân C có

G =

[
1 0 1
0 1 1

]
, H =

[
1 1 1

]
• Syndrome 1 ứng với phần tử dẫn [1, 0, 0], [0, 1, 0], [0, 0, 1], syndrome 0 ứng với [0, 0, 0].
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Ví dụ 2.11. Cho mã Hamming (7, 4) với ma trận điều kiện H và ma trận sinh G như sau

H =

0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0 1

 G =


1 0 0 0 0 1 1
0 1 0 0 1 0 1
0 0 1 0 1 1 0
0 0 0 1 1 1 1


• Cho thông điệp ban đầu x = [0, 1, 1, 0]. Véc-tơ c sau khi mã hóa là: c = xG = [0, 1, 1, 0, 0, 1, 1].

• Tính chất: Đối với mã Hamming, phần tử dẫn của nó sẽ là các véc-tơ có duy nhất 1 phần tử bằng 1. Tính
syndrome tương ứng bằng cách lấy H nhân với chuyển vị của mỗi phần tử dẫn.

• Giả sử trong quá trình truyền tin kí tự tại vị trí thứ 3 bị thay đổi. → c′ = [0, 1, 0, 0, 0, 1, 1]. Kí tự tại vị trí thứ
3 bị thay đổi syn(c′) = [0, 1, 1] tương ứng với phần tử dẫn là [0, 0, 1, 0, 0, 0, 0]. Đó chính là véc-tơ e nhiễu trong
quá trình chuyển.

3 Mã Reed-Muller

3.1 Định nghĩa mã Reed-Muller theo đa thức Bool

3.1.1 Hàm Bool

Định nghĩa 3.1. Hàm Bool là 1 ánh xạ từ Fm2 → F2:

(x0, x1, ..., xm−1)→ x

• Ví dụ: Bảng chân trị biểu diễn hàm Bool f : F2
2 → F2

x0 0 1 0 1
x1 0 0 1 1
f 0 1 1 0

• Biến xi có thể xem như một hàm Bool với véc-tơ biểu diễn là hàng ứng với biến xi trong bảng chân trị

Định nghĩa 3.2. Tổng logic f + g và tích logic fg của 2 hàm Bool f , g là 1 ánh xạ Fm2 × Fm2 → Fm2 lần lượt là phép
cộng và nhân từng phần tử tương ứng của f và g trên trường F2

• Ví dụ: 011010 + 101010 = 110000; 011010.101010 = 001010

Tính chất 2.

• Phép toán tổng logic là phép toán xor, phép toán tích logic là phép toán and.

• Phép phủ định: f = f + 1, phép or: f or g = f + g + fg

• Tính chất quan trọng: ff = f

3.1.2 Đa thức Bool

Định nghĩa 3.3. Đơn thức Bool là tích của 1 số lượng xi nhất định có dạng:
∏
i∈I

xi với I ⊆ {0, 1, ...,m− 1}

• |I| là bậc của đơn thức

Định nghĩa 3.4. Đa thức Bool là tổng Logic của các đơn thức Bool.

• Bậc của đa thức Bool được tính bằng bậc cao nhất của đơn thức Bool.
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Tính chất 3. Với hàm Bool f bất kì,

f(x0, ..., xt) = f(x0, x1, · · · , xt−1, 0) + (f(x0, x1, · · · , xt−1, 0) + f(x0, x1, · · · , xt−1, 1))xt

Chứng minh. Ta có xt chỉ có thể nhận được giá trị 1 hoặc 0. Nếu xt = 0, ta có V T = f(x0, x1, · · · , xt−1, 0) = V P .

Còn nếu xt = 1 thì V T = f(x0, x1, · · · , xt−1, 1) = 2f(x0, x1, · · · , xt−1, 0)+f(x0, x1, · · · , xt−1, 1) = f(x0, x1, · · · , xt−1, 0)+
(f(x0, x1, · · · , xt−1, 0) + f(x0, x1, · · · , xt−1, 1)) = V P

Kết luận lại, ta thu được

f(x0, ..., xt) = f(x0, x1, · · · , xt−1, 0) + (f(x0, x1, · · · , xt−1, 0) + f(x0, x1, · · · , xt−1, 1))xt

Tính chất 4. Mọi hàm Bool là một đa thức Bool

Chứng minh. Ta chứng minh theo nguyên lý quy nạp. Với t = 0, Theo tính chất 2 thì f(x0) = f(0) + (f(0) + f(1))x0
là một đa thức Bool

Giả sử khẳng định đúng đến t = k hay f(x0, x1, · · · , xk) là một đa thức Bool. Ta chứng minh f(x0, x1, · · · , xk+1) cũng
là đa thức Bool

Theo tính chất 2

f(x0, ..., xk+1) = f(x0, x1, · · · , xk, 0) + (f(x0, x1, · · · , xk, 0) + f(x0, x1, · · · , xk, 1))xk+1

Ta có f(x0, x1, · · · , xk, 0) = g(x0, x1, · · · , xk) là một hàm Bool hay nó là một đa thức Bool, f(x0, x1, · · · , xk, 0) +
f(x0, x1, · · · , xk, 1) = h(x0, x1, · · · , xk) là một hàm Bool hay nó là một đa thức Bool.

Vậy f(x0, ..., xk+1) cũng là một đa thức Bool

Ta có thể xem từ mã là một đa thức được tạo từ các đơn thức trong ma trận sinh với hệ số của thông điệp

Định nghĩa 3.5. Mã Reed-Muller R(r,m) là tập hợp tất cả các từ mã độ dài 2m có biểu diễn dưới dạng đa thức
Bool bậc ≤ r.

3.2 Định nghĩa mã Reed-Muller đệ quy và mã hóa

Định nghĩa 3.6. Mã Reed-Muller R(r,m) có độ dài 2m được định nghĩa đệ quy qua R(r,m− 1) và R(r − 1,m− 1)
như sau:

{(u|u+ v) với u ∈ R(r,m− 1) và v ∈ R(r − 1,m− 1)}

Định nghĩa 3.7. Mã hóa sẽ được thực hiện bằng cách nhân ma trận sinh. Ma trận sinh của R(r,m) cũng được tính
từ ma trận sinh của 2 mã R(r,m− 1) và R(r − 1,m− 1) như sau:

G(r,m) =

[
G(r,m− 1) G(r,m− 1)

0 G(r − 1,m− 1)

]
Ví dụ 3.8. Ví dụ, mã R(1,2) có ma trận sinh là:

G =

 1
x0
x1

 =

1 1 1 1
0 1 0 1
0 0 1 1


Ở đây, thông điệp s = 011 được mã hóa thành x0 + x1
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3.3 Tính chất của mã Reed-Muller

• Số chiều k của mã Reed-Muller R(r,m) là
∑r
i=0

(
n
i

)
Chứng minh. Do mã Reed-Muller là tập hợp các hàm Bool có bậc nhỏ hơn hoặc bằng r, khi ta áp dụng tính chất
ff = f của đa thức Bool, ta thấy 1 từ mã Reed-Muller sẽ có dạng tổng của nhỏ hơn hoặc bằng r đơn thức Bool (hiển

nhiên độc lập tuyến tính với nhau). Mà có
(
n

i

)
đơn thức Bool bậc i, nên có số chiều của từ mã là

∑r
i=0

(
n
i

)
• Trọng số của R(r,m) là 2m−r và vì vậy R(r,m) sửa được 2m−r−1 − 1

Chứng minh. Quy nạp qua tính chất

wt(R(r,m)) = min{2wt(R(r,m− 1)), wt(R(r − 1,m− 1))}.

• Tỉ lệ thông tin: R =
k

2m
(≈ 2−m(1−H2(

r
m )) khi r << m)

Khoảng cách tương đối: δ =
d

n
=

2m−r

2m
= 2−r

Ví dụ 3.9. Từ các tính chất trên, ta có một số mã Reed-Muller thường gặp:

• Mã R(0,m) là các mã lặp độ dài 2m

• Mã R(1,m) là mã (2m,m+ 1)-tuyến tính

• Mã R(1, 4) là mã (16, 5, 3)-tuyến tính và mã R(1, 5) là mã (32, 6, 7)-tuyến tính (được NASA sử dụng trong truyền
các pixel trong không gian từ 1969 đến 1977)
Mỗi Pixel ảnh sẽ được quy ước bằng mã nhị phân độ dài 6 nên sẽ có 26 trạng thái màu sắc từ shade 0 đến shade
63

Khi chưa sử dụng mã Reed-Muller, với xấp xỉ 24 % bị lỗi, hình ảnh gửi về từ sao hỏa của tàu Mariner 3 truyền về
Trái Đất "chỉ"mất 8 tiếng năm 1964 trước và sau khi qua lọc nhiễu:
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Thử thách được đặt ra khi cần chụp tấm ảnh to gấp 3 năm 1964 với độ hiệu quả hơn, mã tự sửa sai RM(1,5) đã được
NASA sử dụng khi có thể tự sửa 7 lỗi/32 kí tự, tiệm cận được phần trăm trung bình bị sai khi truyền từ sao hỏa về
Trái Đất

• Mã R(m− 2,m) chính là mã mở rộng của mã Hamming độ dài 2m

Ma trận điều kiện của R(m− 2,m):

H =


1
x1
x2
...
xm

 =


1 1 1 1 ... 1 1 1 1
0 1 0 1 ... 0 1 0 1
0 0 1 1 ... 0 0 1 1
... ... ... ... ... ... ... ... ...
0 0 0 0 ... 1 1 1 1


Cộng hàng 1 vào tất cả các hàng dưới rồi chuyển xuống vị trí hàng cuối cùng ta có ma trận điều kiện của mã Hamminng
ở phần tư bên trên của bên trái.

H =


1 0 1 0 ... 1 0 1 0
1 1 0 0 ... 1 1 0 0
... ... ... ... ... ... ... ... ...
1 1 1 1 ... 0 0 0 0
1 1 1 1 ... 1 1 1 1


3.4 Tính chất hình học và mối liên hệ với mã Reed-Muller

Định nghĩa 3.10. Cho 1 trường K bất kì, 1 r-phẳng là 1 tập con của Kn với (n > r) có dạng a+ V với a ∈ Kn và
V ⊂ Kn

Nhận xét 2. Khi K = F2 = {0, 1}, mỗi r-phẳng đều có 2r điểm

Ví dụ 3.11. Ví dụ, với {0, 1}3, ta có:

• Có 23 là 8 0-phẳng (các điểm) tương ứng với p0 = 000, p1 = 001, ...., p6 = 110, p7 = 111.

• Do mỗi đường được tạo từ 2 điểm bất kì, có
(
8

2

)
1-phẳng (đường) tương ứng với p0 + tp1, p2 + tp5, ...

• 2-phẳng sẽ được hình thành bằng cách thêm 1 vector p2 vào cơ sở của 1-phẳng, chẳng hạn như p0 + tp1 sẽ trở
thành p0 + t1p1 + t2p2, gồm 4 phần tử là {p0, p1, p0+2, p1+2}.
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Định nghĩa 3.12. Với mọi x ∈ Fn2 , Hàm chỉ thị của 1 r-phẳng là

fL(x) =

{
1 nếu x ∈ L,
0 nếu x /∈ L

Nói một cách dễ hiểu hơn, fL = fr−1...f0 mà ở đó:

fi =

{
1 nếu pi ∈ L,
0 nếu pi /∈ L

Khi đó, chỉ khi tất cả các vị trí đều trùng với các vị trí 1 véc tơ x nào đó thuộc L thì fL mới là 1.

Mặt khác, ta lại có các định nghĩa r-phẳng dựa trên ma trận điều kiện.

Định nghĩa 3.13. Xét không gian con V,
V = {x|H.xT = 0}

Khi đó, r-phẳng L = a+ V được định nghĩa bởi cT = H.aT và H:

{x|H.xT = cT }

Từ định nghĩa này, ta dễ dàng suy ra được bổ đề sau:

Bổ đề 3.14. Hàm chỉ thị của 1 r-phẳng bất kì là 1 đa thức Bool với bậc m− r

Chứng minh. Xét dòng Hi nhân với xT , với ci là hàng thứ i của c, ta có:

hi1x1 + ...+ himxm = ci

Từ đó dễ thấy, hàng chỉ thị của vị trí thứ i có dạng:

fi = hi1x1 + ...+ himxm + ci + 1

Và theo định nghĩa, ta chỉ ra được

fL(x) =

m−r∏
i=1

(hi1x1 + ...+ himxm + ci + 1)

là hàm chỉ thị của L với bậc là m− r (do c có m− r hàng)

Từ tính chất trên, ta liên hệ tới mã Reed-Muller qua 2 tính chất:

Tính chất 5. Các phần tử trong R(r,m) là tổ hợp tuyến tính của hàm chỉ thị các s-phẳng với s ≥ m− r

Chứng minh. Ta sẽ chỉ ra rằng các hàm chỉ thị của các s-phẳng với s ≥ m − r có chứa 1 cơ sở của R(r,m), hay nói
các khác là chứa các đơn thức Bool
Mặt khác, các đơn thức Bool có dạng f(x) = xi1xi2...xin lại tương đương với các (m-k)-phẳng {x|xi1 = xi2 = ... =
xin = 1}. Mà khi ta nhân 2 đơn thức Bool fL và fL′ là hàm chỉ thị của 2 phẳng L và L’ bắt kì thì ta sẽ nhận được
hàm chỉ thị của L ∩ L′ là 1 s-phẳng nào đó. Vì vậy, ta có điều phải chứng minh.

Tính chất 6. Mọi (r + 1)-phẳng đều thuộc mã đối ngẫu của R(r,m)

Chứng minh. Cho L là 1 không gian con của Fn. Mã đối ngẫu của L là tập hợp tất cả các vector vuông góc với mỗi
vector thuộc L, được kí hiệu là L⊥, tức là:

{a.b = 0 với mọi b ∈ L}

Xét ma trận sinh của L là G, với c ∈ L, ta có c = xG. Do 0 = cmt = xGmt nên Gmt = 0, nên ma trận điều kiện
của mã đối ngẫu của L là ma trận sinh của L. Do đó L⊥ là mã R(m− r − 1,m) (Bổ đề 3.14), ta có điều phải chứng
minh.
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Ví dụ 3.15. Xét mã R(1, 3), có:

2-phẳng Hàm chỉ thị Đa thức Bool
{p1, p3, p5, p7} 10101010 x0
{p2, p3, p6, p7} 11001100 x1
{p4, p5, p6, p7} 11110000 x2
{p0, p2, p4, p6} 01010101 1 + x0
{p0, pl, p4, p5} 00110011 1 + x1
{p0, pl, p2, p3} 00001111 1 + x2
{pl, p2, p5, p6} 01100110 x0 + x1
{pl, p3, p4, p6} 01011010 x0 + x2
{p2, p3, p4, p5} 00111100 x1 + x2
{p1, p2, p4, p7} 10010110 x0 + x1 + x2
{p0, p3, p4, p7} 10011001 1 + x0 + x1
{p0, p2, p5, p7} 10100101 1 + x1 + x2
{p0, pl, p6, p7} 11000011 1 + x1 + x2
{p0, p3, p5, p6} 01101001 1 + x0 + x1 + x2

3.5 Giải mã Reed-Muller

3.5.1 Các tính chất hình học sử dụng trong giải mã

Tính chất 7. Mỗi s-phẳng L được chứa trong đúng 2m−s − 1 (s+1)-phẳng

Chứng minh. Xét L = a + V với a ∈ Fm2 , dim(V ) = s. Khi đó, nếu L′ = b + V ′ là 1 (r+1)-phẳng chứa L, ta có:
a ∈ L′ = b + V ′ nên a + v′ = b với v′ nào đó thuộc V ′. Khi đó, L′ = a + v′ + V ′ = a + V ′ do v′inV ′. Do đó, a = b
trong mọi trường hợp.

Cho L′, L′′ là 2 (s+1)-phẳng chứa L với:

{
L′ = a+ (V+ < v′0 >)

L′′ = a+ (V+ < v′′0 >)
Vì vậy, L’ = L” sẽ tương đướng với việc v′0−v′′0 ∈ V .

Suy ra, các (s+1)-phẳng chứa L sẽ tương ứng với các lớp kề khác 0 của Fm2 /V So số lớp kề là 2m−s nên có tổng cộng
2m−s − 1 (s+1)-phẳng chứa L

Tính chất 8. Mỗi điểm x /∈ L thì được chứa trong đúng 1 (s+1)-phẳng chứa L

Chứng minh. Giả sử

{
x ∈ a+ (V+ < u0 >)

x ∈ a+ (V+ < u1 >)
nên x có dạng a+ v0 + u0 và a+ v1 + u1 với v0, v1 ∈ V . Từ đó, ta có

u0 − u1 = v0 − v1 ∈ V nên u0, u1 thuộc cùng lớp kề, nên 2 (s+1)-phẳng (V+ < u0 >) và (V+ < u1 >) là 1.

Tính chất 9. Nếu số lỗi nhỏ hơn số lỗi tối đa có thể sửa được thì tính chẵn lẻ của 1 s-phẳng bằng phần đông tính
chẵn lẻ của các (s+1)-phẳng chứa nó (s ≤ r − 1)

Do số lỗi trong (s+1)-phẳng tối đa là 2m−r nhỏ hơn một nửa của số (s+1)-phẳng chứa L là 2m−s − 1, mà theo
định lí 2 ta có các lỗi không thuộc L sẽ nằm ở duy nhất 1 (s+1)-phẳng chứa L, nên số (s+1)-phẳng không chứa lỗi sẽ
lớn hơn số (s+1) phẳng chứa lỗi. Vì vậy, tính chẵn lẻ của s-phẳng sẽ bằng phần đông (chẵn hoặc lẻ) của (s+1)-phẳng.

3.5.2 Mô hình giải mã

• Bước 1: Khi nhận được w, xác định tính chẵn/lẻ của (r+1)-phẳng L.
Ta có các vị trí của L có chẵn lỗi khi và chỉ khi w.fL = 0 và có lẻ lỗi khi và chỉ khi w.fL = 1

• Bước 2: Với s = r, r − 1, ..., 0, ta xác định tính chẵn/lẻ của s-phẳng L từ phần đông (s+1)-phẳng chứa L

• Bước 3: Sửa bit thứ i của w khi và chỉ khi 0-phẳng của vị trí i là lẻ.

Ví dụ 3.16. Cho mã R(1, 3) với từ mã nhận được là 11101010.
Bước 1: Xét tính chẵn/lẻ của các 2-phẳng
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2-phẳng Hàm chỉ thị Tính chẵn/lẻ
{p1, p3, p5, p7} 10101010 chẵn
{p2, p3, p6, p7} 11001100 lẻ
{p4,p5, p6, p7} 11110000 lẻ
{p0, p2, p4, p6} 01010101 lẻ
{p0, pl, p4, p5} 00110011 chẵn
{p0, pl, p2, p3} 00001111 chẵn
{pl, p2,p5, p6} 01100110 lẻ
{pl, p3, p4, p6} 01011010 lẻ
{p2, p3, p4, p5} 00111100 chẵn
{p1, p2, p4, p7} 10010110 chẵn
{p0, p3, p4, p7} 10011001 chẵn
{p0, p2, p5, p7} 10100101 lẻ
{p0, pl, p6, p7} 11000011 chẵn
{p0, p3,p5, p6} 01101001 lẻ

Bước 2: Xác định tính chẵn lẻ của các 1-phẳng bằng cách lấy phần đông

2-phẳng Tính chẵn/lẻ 2-phẳng Tính chẵn/lẻ
{p0, p1} chẵn {p2, p4} chẵn
{p0, p2} chẵn {p2, p5} chẵn
{p0, p3} chẵn {p2,p6} lẻ
{p0, p4} chẵn {p2, p7} chẵn
{p0, p5} chẵn {p3, p4} chẵn
{p0,p6} lẻ {p3, p5} chẵn
{p0, p7} chẵn {p3,p6} lẻ
{p1, p2} chẵn {p3, p7} chẵn
{p1, p3} chẵn {p4, p5} chẵn
{p1, p4} chẵn {p4,p6} lẻ
{p1, p5} chẵn {p4, p7} chẵn
{p1,p6} chẵn {p5,p6} lẻ
{p1, p7} chẵn {p5, p7} chẵn
{p2, p3} chẵn {p6, p7} lẻ

Bước 3: Xác định tính chẵn/lẻ của các 0-phẳng hay các vị trí pi:

0-phẳng Tính chẵn lẻ
p0 chẵn
p1 chẵn
p2 chẵn
p3 chẵn
p4 chẵn
p5 chẵn
p6 lẻ
p7 chẵn

Vậy, từ mã sai ở vị trí p6, từ mã đúng là 10101010 ứng với biểu diễn đa thức Bool là 1 + x1

4 Mã vòng

4.1 Mã vòng và tính chất

4.1.1 Định nghĩa

Định nghĩa 4.1. Cho véc-tơ w = a0a1 . . . an−1 ∈ Fnq . Ta xét phép tịnh tiến vòng tròn như sau

σ : Fnq → Fnq , σ(w) = an−1a0 . . . an−2.
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Ví dụ 4.2.
σ(1001) = 1100

σ(111001) = 111100

Định nghĩa 4.3. Mã tuyến tính C được gọi là mã vòng nếu với mọi w ∈ C, ta có σ(w) ∈ C.

4.1.2 Tính chất

Mỗi từ mã w = a0a1 . . . an−1 được gán với một đa thức

w(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ an−1x

n−1.

Tính chất 10. Cho từ mã g, đa thức q(x) sao cho deg(qg) < n, thì q(x)g(x) là từ mã.

Chứng minh. Phép tịnh tiến vòng tròn tương đương với việc nhân x với w(x) rồi trừ đi an−1(xn − 1):

x(a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ an−1x

n−1)− an−1(xn − 1) = an−1 + a0x+ a1x
2 + · · ·+ an−2x

n−1,

Do deg(qg) < n nên khi ta nhân g(x) với từng số hạng trong q(x) thì ta sẽ có đa thức q(x)g(x) ứng với tổng các từ
mã do đó q(x)g(x) là một từ mã.

Tính chất 11. Cho từ mã g, với mọi đa thức q(x) và q(x)g(x) = p(x)(xn − 1) + r(x),deg(r) < n ta có r(x) là từ mã.

Chứng minh.
σ(w)(x) = an−1 + a0x+ · · ·+ an−2x

n−1 = xw(x)− an−1(xn − 1).

Khi ta nhân g(x) với từng số hạng trong q(x), với deg(qg) < n thì tính chất đúng như chứng minh ở trên.
Với deg(qg)>n thì đa thức dư của g(x)q(x) khi chia cho xn− 1 ứng với tổng của đa thức dư của mỗi tích g(x) với mỗi
số hạng trong q(x) khi chia cho xn − 1 ( mỗi đa thức dư ở đây là các mã vòng nhờ tính chất vòng)
Do đó r(x) là từ mã.

4.1.3 Ma trận sinh

G là ma trận sinh của mã vòng (n, k) tuyến tính C. Phép khử Gauss trên hàng đưa G về dạng:

G =


c0 . . .
0 c1 . . .
. . .
0 . . . 0 ck−1 . . .


Hàng cuối cùng có k − 1 số 0 đầu tiên tương ứng với đa thức:

ak−1x
k−1 + · · ·+ an−1x

n−1 = xk−1(a
k−1 + · · ·+ an−1x

n−k) = xk−1g(x)

• Ta có g, xg, x2g, . . . , xk−1g là một hệ độc lập tuyến tính (Mã vòng), có k phần tử, do đó tạo thành một cơ sở.

• Nếu deg(g) < n− k, ta thêm xkg vào tập trên vẫn tạo thành một hệ độc lập tuyến tính. Vậy deg(g) = n− k

• Ta có thể tạo một ma trận sinh từ g như sau:

G =


g(x)
xg(x)
. . .

xk−1g(x)

 =


a0 a1 . . . an−k 0 . . . 0
0 a0 . . . an−k 0 . . . 0
...

...
. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0 a0 . . . an−k


Trong đó g(x) = a0 + · · ·+ an−kx

n−k được gọi là đa thức sinh của C.
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Tính chất 12. Mọi từ mã thuộc C có thể viết dưới dạng q(x)g(x).

Ví dụ 4.4. Mã Ham(7, 4) là mã vòng, với đa thức sinh g(x) = 1 + x+ x3 có ma trận sinh:

G =


1 1 0 1 0 0 0
0 1 1 0 1 0 0
0 0 1 1 0 1 0
0 0 0 1 1 0 1

 .

Ví dụ 4.5. Mã chẵn lẻ là mã vòng, với đa thức sinh g(x) = 1 + x và ma trận sinh sau:

G =


1 1 0 . . . 0
0 1 1 . . . 0
...

. . . . . . . . .
...

0 0 . . . 1 1

 .

Tính chất 13. Đa thức sinh là ước của xn−1, và mọi ước của xn−1 sinh ra một mã vòng độ dài n.

Chứng minh. Giả sử g(x) là đa thức sinh. Ta có:

xn−1 = q(x)g(x) + r(x), deg(r) < deg(g)

Lấy đồng dư mod xn−1 cả hai vế, ta có:
0 = q′(x) + r(x)

Vì q′(x) là từ mã, nên r(x) cũng là từ mã, suy ra r(x) = g(x)t(x). Mà deg(r) < deg(g), vậy r(x) = 0.
Ngược lại nếu g(x) là ước của xn−1, ta sinh ra một mã tuyến tính gồm các từ mã q(x)g(x) với deg(q) < ndeg(g).

4.1.4 Mã hóa

• Mã hóa thông thường: Cho thông điệp u→ từ mã:

x = uG = (u0 + u1x
1 + · · ·+ uk−1x

k−1)g(x) = u(x)g(x).

Ví dụ: Mã Ham(7, 4) mã hóa 1001 thành 1100101 ứng với đa thức 1 + x+ x4 + x6.

• Mã hóa hệ thống: Ta viết thông điệp u thành đa thức sau:

u(x) = uk−1x
n−1 + uk−2x

n−2 + · · ·+ u0x
n−k

Ta tính được r(x) là đa thức dư của u(x) khi chia cho g(x). Khi đó thông điệp u → từ mã:

x = u(x)− r(x)

Ví dụ: Mã Ham(7, 4) với đa thức sinh g(x) = 1 + x + x3, mã hóa thông điệp 1001 thành 0111001 ứng với đa
thức x+ x2 + x3 + x6.

4.1.5 Ma trận điều kiện

Tính chất 14. Nếu g(x) là đa thức sinh của mã vòng C độ dài n, ta gọi đa thức sau là đa thức điều kiện của mã

h(x) =
xn − 1

g(x)
= h0 + · · ·+ hkx

k.

Chứng minh. Đặt Hi là hàng thứ i của H, Gilà hàng thứ i của G. Ta có:

H1.G
t
1 =

n−1∑
i=0

hign−i−1

Đây là hệ số bậc n− 1 của hg, do đó bằng 0. Lập luận tương tự cho các hàng khác, ta có Hi.G
T
j = 0.

Ma trận H có n− k hàng độc lập tuyến tính, do đó nó là ma trận điều kiện của C.
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Tính chất 15. Mã đối ngẫu của mã vòng C là một mã vòng với đa thức sinh xkh(x−1).

Mệnh đề 4.6. Ma trận điều kiện của C có dạng

H =


xn−1h(x−1)
xn−2h(x−1)

. . .
xkh(x−1)

 =


0 . . . 0 hk . . . h0
0 . . . hk . . . h0 0
...

...
hk . . . h0 0 . . . 0

 .

4.2 Mã sữa cụm lỗi

Định nghĩa 4.7. Cụm lỗi độ dài l là véc-tơ có các kí tự khác 0 nằm trong l vị trí liên tiếp theo vòng tròn.

Ví dụ 4.8. Véc-tơ 0011010 là cụm lỗi độ dài 4.

Ví dụ 4.9. Véc-tơ 1100001 là cụm lỗi độ dài 3.

Tính chất 16. Một mã (n, k) tuyến tính có thể phát hiện cụm lỗi độ dài l nếu không có từ mã nào là cụm lỗi có độ
dài l.

Tính chất 17. Nếu mã (n, k) tuyến tính C có thể phát hiện cụm lỗi độ dài l, ta có n− k ≥ l.

Chứng minh. Số các cụm lỗi độ dài l với các vị trí khác 0 nằm trong l vị trí đầu tiên là rl, và tổng của hai cụm lỗi
nãy cũng là một cụm lỗi độ dài l. Các cụm lỗi này thuộc các lớp kề khác nhau, do đó số phần từ nhỏ hơn số syndrome
là rn−k.

Tính chất 18. Mọi mã vòng (n, k) đều có thể phát hiện cụm lỗi độ dài n− k.

Chứng minh. Nếu có một cụm lỗi e(x) độ dài n− k là từ mã, khi tịnh tiến vòng tròn e vẫn được một từ mã.
Tịnh tiến đến khi được véc-tơ [e0, e1, . . . , en−k−1, 0, . . . , 0], đây là đa thức có bậc nhỏ hơn nk, tức là nhỏ hơn bậc của
đa thức sinh, suy ra mâu thuẫn.

Tính chất 19. Mã (n, k) tuyến tính có thể sửa cụm lỗi có độ dài l nếu hai cụm lỗi độ dài l khác nhau thuộc hai lớp
kề khác nhau.

Tính chất 20. Nếu mã (n, k) tuyến tính sửa được cụm lỗi độ dài l, ta có n− k ≥ 2l.

Chứng minh. Một cụm lỗi độ dài 2l có thể phân tích thành hiệu của hai cụm l lỗi. Do hai cụm lỗi thuộc hai lớp kề
khác nhau nên hiệu của chúng không phải là từ mã.
Hiệu của 2 cụm lỗi độ dài 2l với các kí tự khác 0 nằm trong 2l kí tự đầu tiên là một cụm lỗi độ dài 2l, nên không phải
từ mã, do đó 2 cụm lỗi độ dài này thuộc hai lớp kề khác nhau. Số các cụm lỗi như vậy là r2l, do đó r2l ≤ rn−k hay
2l ≤ n− k.

Ví dụ 4.10. Mã Hamming bỏ bớt (7, 3) có thể sửa được cụm lỗi độ dài 2.
Đây là mã vòng với đa thức sinh g(x) = 1 + x2 + x3 + x4. Ta có thể kiểm tra tính chất sửa lỗi theo định nghĩa bằng
cách kiểm tra các véc-tơ

1100000− 0011000 = 1111000

1100000− 0001100 = 1101100

1100000− 0000110 = 1100110

1100000− 0000011 = 1100011

Không véc-tơ nào bên trên là từ mã. Do đó mã này sửa được cụm lỗi độ dài 2.

Tính chất 21. Một mã có thể sửa cụm lỗi có thể tạo ra bằng phương pháp xen kẽ.

Mệnh đề 4.11. Giả sử mã (n, k) tuyến tính có thể sửa cụm l lỗi. Ta tạo mã (nj, kj) bằng cách lấy j từ mã bất kì và
sắp xếp lại các kí tự xen kẽ nhau. 

p11 p12 . . . p1n
p21 p22 . . . p2n
...

...
pj1 pj2 . . . pjn


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Hệ quả 4.12. Xen kẽ một mã vòng sẽ được một mã vòng mới.

Chứng minh. Giả sử mã (n, k) tuyến tính có thể sửa cụm l lỗi. Ta tạo mã (nj, kj) bằng cách lấy j từ mã bất kì và sắp
xếp lại các kí tự xen kẽ nhau.
→ Từ các từ mã ban đầu: pi = (pi1, . . . , pin) ta sắp xếp xen kẽ j từ mã bất kỳ→ p(x) = (p11, p21, . . . , pj1, . . . , p1n, p2n, . . . , pjn)
Dạng đa thức:

p(x) = (p11 + p12x
j + · · ·+ p1nx

j(n−1)) + · · ·+ xj−1(pj1 + · · ·+ (pjnx
j(n−1))

=

j∑
i=1

xi−1pi(x
j)

Vì các pi(xj) chia hết cho g(xj) nên p(x) chia hết cho g(xj)→ mã xen kẽ là mã vòng với đa thức sinh là g(xj).

Ví dụ 4.13. Xét mã Hamming bỏ bớt (7, 3) với đa thức sinh g(x) = 1 + x+ x2 + x3

Giả sử ta cần truyền 2 từ mã 1110010 và 0010111. Nếu ta truyền theo dạng 1110010|0010111, cách làm này chỉ sửa
được cụm 2 lỗi.
Phương pháp xen kẽ truyền 2 từ mã này theo dạng sau: 10|10|11|00|01|11|01.Cách làm này sửa được cụm 4 lỗi. Từ mã
này thuộc mã vòng (14, 6).

4.3 Giải mã vòng

4.3.1 Giải mã syndrome

• Với mỗi đa thức p(x), phần dư của p(x) khi chia cho g(x) được gọi là đa thức syndrome.
Hai đa thức p(x) và p(x) có cùng syndrome ⇐⇒ p(x)− q(x) = t(x)g(x).

• Giải mã syndrome: Véc-tơ lỗi sẽ ứng với đa thức có cùng đa thức syndrome với p(x) và có trọng số nhỏ nhất.

Ví dụ 4.14. Mã Ham(7, 4) với đa thức sinh là g(x) = 1 + x+ x3. Véc-tơ 1011001 có syndrome là x+ 1.
Ta liệt kê các phần tử dẫn cùng syndrome tương ứng, đa thức x3 là đa thức duy nhất có syndrome là x+ 1.
Vậy bit vị trí thứ 4 bị lỗi → 1010001

4.3.2 Giải mã Meggit

• Cách giải mã trên cần liệt kê tất cả các đa thức và tính syndrome. Ta có thể giải mã hiệu quả hơn.

• Vì đa thức syndrome sau khi tịnh tiến vòng tròn có thể đạt được bằng cách tịnh tiến vòng tròn rồi tính syndrome,
ta chỉ cần quan tâm đến các đa thức có cùng một bậc.

Mệnh đề 4.15. Thuật toán:

• Bước 1:Liệt kê các đa thức bậc n− 1 cùng syndrome của chúng.

• Bước 2: Với mỗi bước, nếu syndrome của véc-tơ có trong danh sách trên, đa thức đó là véc-tơ lỗi sau đó ta tịnh
tiến ngược trở lại. Nếu không đến Bước 3.

• Bước 3: Tịnh tiến vòng tròn véc-tơ, về lại Bước 2.

Ví dụ 4.16. Ta cũng xét ví dụ ở trên: Cho mã Ham(7, 4) với đa thức sinh 1+x+x3, tìm bit bị lỗi của véc-tơ 1011001
Vì đây là mã hamming nên ta sẽ chỉ xét đa thức bậc 6 là x6 và có syndrome là x2 + 1.
Ta tính véc-tơ 1011001 có syndrome là x+1, khi đó ta tịnh tiến vòng tròn vec-tơ này đến lúc thu được syndrome là
x2 + 1 → 3 lần
Vậy véc-tơ lỗi là x3 → lỗi tại bit thứ 4 → 1010001
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4.3.3 Giải mã bằng bẫy lỗi

Giải mã Meggit: chúng ta phải liệt kê hết các đa thức bậc n − 1 và tính các syndrome của chúng. Sau đây giải mã
bằng bẫy lỗi sẽ giúp ta tối ưu hơn.

• Giả sử mã C sửa được t lỗi và có không quá t vị trí bị sai. Nếu syndrome của véc-tơ có trọng không quá t, nó là
đa thức ứng với véc-tơ lỗi.

• Nếu lỗi e là cụm độ dài n− k, có một phép tịnh tiến vòng tròn khiến syndrome có trọng không quá t.

Mệnh đề 4.17. Thuật toán:

• Bước 1: tính syndrome của véc-tơ. Nếu syndrome có trọng không quá t thì đây chính là véc-tơ lỗi, còn nếu không
đi tới bước 2.

• Bước 2: tịnh tiến vòng tròn véc-tơ. Quay lại bước 1.

Ví dụ 4.18. Ta tiếp tục xét ví dụ như 2 cách giải mã trên: Mã Ham(7, 4) với đa thức sinh là g(x) = 1 + x + x3.
Véc-tơ 1011001 có syndrome là x+ 1.
Ta tịnh tiến vòng tròn đến khi thu được véc-tơ 1001101 có syndrome là 1 hay đây chính là véc-tơ lỗi nên 1001101→
0001101 do đó tính tiến ngược lại ta thu được 1010001

5 Trường hữu hạn

5.1 Trường hữu hạn

Định nghĩa 5.1. Trường hữu hạn là trường có hữu hạn phần tử

Ví dụ 5.2. Cho số nguyên tố p, trường p là trường gồm p phần từ {0, 1, . . . , p− 1}, với phép cộng và phép nhân lấy
đồng dư mô đun p.

Ta sẽ chứng minh mọi trường hữu hạn đều có pk phần tử với p nguyên tố, và chỉ có duy nhất một trường có pk

phần tử, kí hiệu là Fpk .

5.2 Thuật toán Euclid mở rộng

Cho hai đa thức f, g ∈ K. Suy ra,

1. Tìm được gcd(f, g)

2. Tồn tại hai đa thức u, v ∈ K thỏa mãn
f ∗ u+ g ∗ v = gcd(f, g)

Chứng minh. Không mất tính tổng quát, deg f ≥ deg g. Xét hai dãy đa thức (an) thỏa mãn a0 =f và a1 = g và an là
đa thức dư của phép chia an−2 cho an−1 (với n geq 2)

1. Xét phương trình trên, có thể thấy deg an < deg an−1 , vậy tồn tại N thỏa mãn deg aN =0. Khi đó, nếu aN =0,
suy ra gcd(f, g) = aN−1. Ngược lại, nếu aN khác 0 thì gcd(f, g) = 1.

2. Ta xét dãy (qn) thỏa mãn qi là số thương của phép chia ai−1 cho ai Xét hai dãy đa thức (un) và (vn) thỏa mãn
u0 = 1, v0 = 1

u1 = 0, v1 = 1

un+1 = un−1 − un ∗ qnnếu n ≥ 1

vn+1 = vn−1 − vn ∗ qnnếu n ≥ 1

Xét đẳng thức
ui ∗ f + vi ∗ g = ai (5.1)
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Nhận thấy với u0 ∗ f + v0 ∗ g = f = a0 và u1 ∗ f + v1 ∗ g = g = a1. Ta có thể giả sử quy nạp rằng với số k ≥ 1
thỏa mãn (1) đúng với i từ 1 đên k. Ta sẽ chứng minh (1) đúng với i = k + 1. Thật vậy,

uk+1 ∗ f + vk+1 ∗ g = (uk−1 − qk ∗ uk) ∗ f + (vk−1 − qk ∗ vk) ∗ g
= (uk−1 ∗ f + vk−1 ∗ g)− qn ∗ (uk ∗ f + vk ∗ g)
= ak−1 − qk.ak
= ak+1

Vậy khi i = k + 1, (1) vẫn đúng. Từ đó theo giả thiết quy nạp, ta có điều thỏa mãn. Chọn u = nN và v = vN ,
ta sẽ có hai đa thức thỏa mãn

5.3 Xây dựng trường hữu hạn

Xét một trường K và đa thức f(x) ∈ K[x]. Ta xét một vành thương K[x]/f(x) được định nghĩa như sau

1. phần tử là các đa thức có cùng nhóm kề trên f(x). Nói cách khác, với hai đa thức m(x) và n(x) chung một vành
thương thì a(x)− b(x) chia hết cho f(x)

2. Phép cộng và phép nhân được thực hiện trên f(x)

Hệ quả 5.3. Các vành thương có phần tử dẫn là các đa thức có bậc nhỏ hơn deg f

Ta sẽ xây dựng trường hữu hạn thông qua vành thương. Trước hết ta có định nghĩa sau

Định nghĩa 5.4. Đa thức bất khả quy trên trường K[x] là đa thức không thể tách thành tích của hai đa thức bậc
khác hằng (deg ≥ 1)

Ví dụ 5.5. Các đa thức sau là bất khả quy trên trường F2 là x2 + x+ 1, x3 + x+ 1, x3 + x2 + 1, . . ..

Định lý 5.6. Nếu đa thức f(x) là một đa thức bất khả quy thì vành thương K[x]/f(x) là một trường.

Chứng minh. Ta cần chứng minh vành thương này có phần tử nghich đảo.
Xét đa thức a(x) ∈ K[x] và f(x) - a(x). Do f(x) là đa thức bất khả quy, ta có gcd(f,a)=1
Sử dụng thuật toán Euclid mở rộng, tồn tại hai đa thức u(x), v(x) thỏa mãn

u ∗ f + v ∗ a = 1

Suy ra mọi da thức a(x) ∈ K[x] tồn tại một phần tử nghịch đảo theo mod f(x)

Định lý trên chỉ ra mọi trường hữu hạn đều có pk phần tử, tương ứng với số đa thức có hệ số thuộc p và có bậc
nhỏ hơn k. Hơn nữa, ta có định lý sau.

Định lý 5.7. Với số nguyên tố p và số nguyên dương k, tồn tại duy nhất một trường có pk phần tử.

5.4 Cấp và phần tử sinh

Xét q = pm, với p là một số nguyên tố
Xét a ∈ F×q
Ta gọi cấp của a là số k nhỏ nhất thỏa mãn ak=1
Ta gọi một phần tử sinh trong F×q là phần tử có cấp là q − 1

Định lý 5.8. Mọi trường hữu hạn Fr đều có phần tử sinh

Chứng minh. Xét a là phần tử trong Fr có cấp lớn nhất. Không mất tính tổng quát, giả sử cấp của a là n
Dễ thấy n ≤ r − 1. Ta cần chứng minh n ≥ r − 1 thì ta có điều phải chứng minh.

Bổ đề 5.9. Cấp của mọi phần tử khác trong trường đều là cấp của n
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Chứng minh. Xét s là cấp của phần tử b bất kỳ. Xét phân tích nguyên tố của s

s = pi11 ∗ p
i2
2 . . .

Xét phân tích của n như sau
n = pt1 ∗ n′

với p1 - n′.
Đặt s′= s/pi11 . Ta xét một phần tử c có dạng

c = ap
t
1 ∗ bs

′

Ta sẽ chứng minh c có cấp là m = pi11 ∗ n′. Để chứng minh điểu này, ta cần chứng minh 2 điều

1. cm=1
Ta có

cm = ap
t
1m ∗ bs

′m = ap
i1
1 p

t
1n

′
∗ bs

′p
i1
1 n

′
= anp

i1
1 ∗ bsn

′
= 1p

i1
1 ∗ 1n

′
= 1

2. Nếu cm
′
=1 thì m′ ≥ m

1 = (cm
′
)n

′
= ap

t
1m

′n′
∗ bs

′m′n′
= (an)m′ ∗ bs

′m′n′
= bs

′m′n′

Suy ra m′n′
...pi11 , vậy m′

...pi11 gcd(n′, p)=1,
Mặt khác,

1 = (cm
′
)p

i1
1 = ap

t
1p

i1
1 m

′
∗ bp

i1
1 s

′m′
= ap

t
1p

i1
1 m

′
∗ bsm

′
= ap

t
1p

i1
1 m

′

Suy ra pt1p
i1
1 m

′...n, vậy m
...n′ (do gcd(p, n′)=1) Từ hai điều trên, ta nhận thấy m′

...pi11 ∗n′, tức m′
...m, suy ra m′ ≥ m

Do n là cấp lớn nhất => n ≥ m => pt1 ∗ n′ ≥ p
i1
1 ∗ n′ => t ≥ i1 => n

...pi11 => n
...s

Quay trở lại bài toán, ta xét phương trình xn − 1=0.Qua bổ đề, nhận thấy mọi b ∈ Fr là nghiệm , suy ra
n ≥ r − 1.

5.5 Đa thức tối thiểu

Xét một phần tử đại số a của mở rộng trường L của K, tồn tại một đa thức f có bậc nhỏ nhất thỏa mãn f(a) = 0.
Đây còn gọi là đa thức cực tiểu của a. f là một đa thức bất khả quy

Chứng minh. Giả sử đa thức f không bất khả quy, suy ra tồn tại hai đa thức g và h thuộc K[x] thỏa mãn

f = g ∗ h

Do f(a)= 0, nên thay x= a suy ra hoặc g(a)=0 hoặc h(a)=0. Mặt khác, deg g, deg h < deg f nên luôn tồn tại một đa
thức lấy a làm nghiệm có bậc nhỏ hơn f ( Điểu này là vô lý do khái niệm của đa thức cực tiểu của a)

6 Mã BCH sửa hai lỗi

6.1 Mã BCH sửa hai lỗi: Mở đầu

6.1.1 Định Nghĩa

Xét a là một phần tử cấp n của mở rông trường F2, ta có mã BCH sửa hai lỗi là một mã vòng gồm các từ mã
w thỏa mãn

w(a) = w(a3) = 0
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6.1.2 Tính chất

1. Đa thức sịnh
Xét M(x) và N(x) là hai đa thức cực tiểu cho hai phần tử a và a3. Khi đó, đa thức sinh của mã vòng này là
lcm(M(x), N(x))

2. Ma trận điểu kiện
Ma trận điểu kiện H của mã này sẽ có dạng như sau:

H =

[
G
T

]
=

[
1 a a2 . . . a(n−1)

1 a3 a6 . . . a3(n−1)

]
Với G là ma trận có các vector cột là các hệ số của các phần tử thuộc F2[x]/M(x) còn T ma trận có các vector
cột là hệ số của các phần tử thuộc F2[x]/N[x]

6.1.3 Ví dụ

Ví dụ : Xét phần tử sinh β trên mở rộng trường F16 có đa thức cực tiểu là G(x)= 1+x+ x4.Như vậy đa thức cực tiểu
cho β3 là T(x)= 1+ x+ x2 + x3 + x4.Suy ra ta có thể có ma trận điều kiện sau :

H =



1 0 0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 1 1 1
0 1 0 0 1 1 0 1 0 1 1 1 1 0 0
0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 1 1 1 1 0
0 0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 1
0 0 0 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 1 1
0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 0 1
0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1


6.2 Mã BCH sửa hai lỗi: Giải mã

Giả sử ta nhận được một mã w= w1 w2..... wn có vị trí i và j bị lỗi.

6.2.1 Các cách tìm đa thức Syndrome

Xét phần tử a và ma trận tổng quát như định nghĩa , ta có hai biểu diễn của syndrome:

1. Cách 1: Xét theo vị trí của lỗi
Xét vị trí i và j bị lỗi, đa thức syndrome là

e(x) = xi + xj

2. Cách 2 : Xét theo ma trận điểu kiện
Xét ma trận điểu kiện H nhân với mã w

[
1 a a2 . . . a(n−1)

1 a3 a6 . . . a3(n−1)

]
∗


w1

w2

· · ·
wn

 =

[
s1
s3

]

Vậy

s1 = w1 + w2 ∗ a+ · · ·+ wn ∗ a(n−1)

s3 = w1 + w2 ∗ a3 + · · ·+ wn ∗ a3(n−1)
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6.2.2 Giải mã

Sau khi ta có hai cách biểu diễn đa thức syndrome, ta có thể giải ra theo một hệ phương trình hai ẩn để tìm ra đề bài.

e(a) = s1

e(a
3) = s3

Qua đó, ta có
s31 = a3i + a2i+j + ai+2i + a3j = s3 + aiajs1

Suy ra
aiaj = (s31 − s3)s−1 1

Như vậy, ai và aj là nghiệm của phương trình sau

x2 + s1x+ s21 + s3s
−
1
1 = 0 (6.1)

6.3 Mã BCH sửa hai lỗi: Thuật toán

Sau khi tính được ai và aj , ta có những khả năng sau

• nếu s1 = ai và s3 = a3i, sửa bước i và kết thúc thuật toán

• nếu phương trình (1) có 2 nghiệm ai và aj , sửa hai vị trí i và j

• nếu phương trình (1) vô nghiệm, có nhiểu hơn hai lỗi

7 Mã BCH tổng quát

7.1 Định nghĩa mã BCH tổng quát

Định nghĩa 7.1. Cho một trường Fq và số nguyên dương n thỏa mãn gcd(n, q) = 1.
Mã BCH (Bose–Chaudhuri–Hocquenghem) sửa t lỗi với độ dài n là các mã w ∈ Fq thỏa mãn

w(β) = w(β2) = · · · = w(β2t−1) = w(β2t) = 0,

với β là một phần tử bậc n trong một mở rộng trường nào đó của Fq.

Ví dụ 7.2. Khi xét trên trường F2 với n = 15, t = 2. khi đó nếu xét β là một phần tử sinh của F×16. Ta thu được một
mã (15, 7) BCH sửa được 2 lỗi với ma trận điều kiện

H =

(
1 β · · · β14

1 β3 · · · β42

)
cỡ 8× 15 hay ma trận sinh G có kích cỡ 7× 15
Ta lại thấy được w(β) = w(β2) = w(β3) = w(β4) = 0 nên w(β) = w(β3) = 0

Ví dụ 7.3. Xét một mã nhị phân BCH sửa 3 lỗi thu bởi phần tử sinh β thỏa mãn

w(β) = w(β3) = w(β5)

Khi đó, nếu Mi(x) là đa thức tối tiểu của βi thì

M1(x) = x4 + x+ 1

M3(x) = x4 + x3 + x2 + x+ 1

M5(x) = x2 + x+ 1

Ta sẽ thu được mã vòng C có đa thức sinh g(x) =M1(x)M3(x)M5(x) có bậc 10 nên C là mã vòng (15, 5)
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Ta có một định nghĩa của mã BCH nguyên thủy

Định nghĩa 7.4. Một mã BCH được gọi là nguyên thủy nếu n = qm − 1 với m nào đó. Thường mã này được tạo
từ phần tử β là 1 phần tử nguyên thủy của một mở rộng trường nào đó

Ví dụ 7.5. Xét các mã có độ dài n = 2m− 1 như các ví dụ bên trên. Khi đó mã (15, 7) BCH là một mã BCH nguyên
thủy

7.2 Tính chất

Ta có một số tính chất của mã BCH như sau:

Tính chất 22. Xét một mã BCH C sửa t lỗi với β ∈ Fmq , có bậc n. Với mỗi i = 1, . . . , 2t, xét Mi(x) là đa thức cực
tiểu của βi. Khi đó, C là một mã vòng với đa thức sinh

g(x) = lcm(M1(x),M2(x), · · · ,M2t(x))

Chứng minh. Ta xét một mã w ∈ C. Khi đó, w(βi) = 0 ∀ i = 1, · · · , 2t. Ta thu được Mi(x) | w(x) ∀ i = 1, · · · , 2t.

Do g(x) = lcm(M1(x),M2(x), · · · ,M2t(x)) nên g(x) | w(x) hay mã C ⊆ mã vòng sinh bởi g(x).

Với mỗi mã được sinh bởi đa thức g(x), ta viết dưới dạng w(x) = g(x)h(x). Khi đó w(βi) = 1 ∀ i = 1, · · · , 2t.

Ta thu được w ∈ C hay C chính là mã vòng với đa thức sinh g(x)

Tính chất 23. Ma trận điều kiện của mã C là

H =


1 β β2 β3 · · · βn−1

1 β2 (β2)2 (β2)3 · · · (β2)n−1

1 β3 (β3)2 (β3)3 · · · (β3)n−1

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
1 β2t (β2t)2 (β2t)3 · · · (β2t)n−1

 .

Chứng minh. Xét một mã w = (w0w1 · · ·wn−1). Khi đó

H.wT =


w0 + w1β + · · ·+ wn−1β

n−1

w0 + w1β
2 + · · ·+ wn−1(β

2)n−1

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
w0 + w1β

2t + · · ·+ wn−1(β
2t)n−1

 =


w(β)
w(β2)
· · ·

w(β2t)


Nên H là ma trận điều kiện của mã C vì w ∈ C khi và chỉ khi H.wT = 0

Ta thu được nhận xét sau đấy

Nhận xét 3. Nếu β ∈ Fmq thì H là ma trận 2tm× n và ta thu được mã (n, k) với k = n− 2tm nếu các hàng của H
độc lập tuyến tính

Tính chất 24. Cho một mã C là mã BCH sửa t lỗi. Khi đó wt(C) ≥ 2t+ 1.

Chứng minh. Ta nhắc lại về định thức Vandermonde

Bổ đề 7.6. Định thức Vandermonde: Cho một ma trận vuông có kích thước n× n

A =


1 α1 α2

1 · · · αn−11

1 α2 α2
2 · · · αn−12

1 α3 α2
3 · · · αn−13

· · · · · · · · · · · · · · ·
1 αn α2

n · · · αn−1n


Khi đó, định thức của A được tính theo công thức

det(A) =
∏

1≤i<j≤n

(αj − αi)
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Trở lại bài toán, ta giả sử tồn tại một mã w ∈ C có trọng ≤ 2t. Gọi wi1 , wi2 , · · · , wi2t là các vị trí của mã w thỏa
mãn wi = 0 ∀ i 6= i1, i2, · · · , i2t. Khi đó ta sẽ chứng minh H.wT = 0 chỉ có nghiệm 0 duy nhất

Khi ta xét 1 hàng của H là Hj khi nhân với wT , ta thấy rằng kết quả chỉ phụ thuộc vào các entries thứ i1, i2, · · · , i2t
của hàng Hj . Điều này có nghĩa là nếu xét H ′ là ma trận H khi chỉ còn các cột i1, i2, · · · , i2t và w′ = (wi1wi2 · · ·wi2t)
thì

H.wT = 0 ⇐⇒ H ′.(w′)T = 0

Ta có H ′ =


βi1 βi2 · · · βi2t

(β2)i1 (β2)i2 · · · (β2)i2t

· · · · · · · · · · · ·
(β2t)i1 (β2t)i2 · · · (β2t)i2t

 là ma trận 2t× 2t và det(H ′) = det((H ′)T ) nên nếu ta chứng minh

được rằng det((H ′)T ) 6= 0 thì ta thu được nghiệm duy nhất của H ′.(w′)T = 0 là vecto 0 hay suy ra w = 0 nên vô lý.

Ta có (H ′)T =


βi1 (β2)i1 · · · (β2t)i1

βi2 (β2)i2 · · · (β2t)i2

· · · · · · · · · · · ·
βi2t (β2)i2t · · · (β2t)i2t

 thì

det((H ′)T ) = βi1βi2 · · ·βi2tdet(A)

với A =


1 βi1 · · · (βi1)2t−1

1 βi2 · · · (βi2)2t−1

· · · · · · · · · · · ·
1 βi2t · · · (βi2t)2t−1

. Theo định thức Vandermonde thì det(A) =
∏

1≤m<n≤2t

(βin − βim)

Mà βim 6= βin ∀ m 6= n và βim 6= 0 ∀ 1 ≤ m ≤ 2t nên det((H ′)T ) 6= 0 hay nghiệm duy nhất của H ′.(w′)T = 0
chính là vecto 0 nên ta thu được mã w là vecto 0 (vô lý)

Tính chất 25. Với n, t bất kì, ta có thể xây dựng được một mã BCH sửa t lỗi có độ dài n trong một trường hữu hạn
có số phần tử nguyên tố cùng nhau với n

Chứng minh. Ta có bổ đề về cấp như sau:

Bổ đề 7.7. Cho trường Fq và số nguyên dương n thỏa mãn gcd(q, n) = 1. Khi đó, tồn tại một trường mở rộng Fmq
sao cho ∃ β ∈ Fmq sao cho cấp của β bằng n (Cấp của β là n khi và chỉ khi βn = 1 và βk 6= 1 với k < n)

Từ đây ta có thể suy ra được cách xây dựng mã BCH đó

Định nghĩa 7.8. Hai mã A, B gọi là tương đương nhau nếu có cùng 1 độ dài n và σ(n) là 1 hoán vị của tập
(1, 2, · · · , n) thì

w = (w1w2 · · ·wn) ∈ A ⇐⇒ (wσ(1)wσ(2) · · ·wσ(n)) ∈ B

Tính chất 26. Việc chọn β ∈ Fq với cấp bằng n sẽ không ảnh hưởng đến việc tạo mã BCH (Điều này có nghĩa là
nếu ta lấy β1 và β2 ∈ Fq với cấp bằng n thì mã tạo bởi β1 và β2 là tương đương nhau)

Chứng minh. Ta xét 2 phần tử β, β′ đều có cấp là n với β ∈ F[x]/p(x), β′ ∈ F[x]/p′(x). Gọi bậc của p(x), p′(x) lần
lượt là an và a′n.

Ta xét một đa thức bất khả quy q(x) có bậc là an+ a′n. Khi đó β, β′ ∈ F[x]/q(x). Tồn tại phần tử α ∈ F[x]/q(x) sao
cho một phần tử có cấp là n khi và chỉ khi viết được dưới dạng αj sao cho gcd(j, n) = 1. Do đó, ta có thể viết β′ = βi

với i nào đó. Ta thu được gcd(i, n) = 1

Ta sẽ xét một ánh xạ π : k → ik mod n. Ta có được π là một song ánh do gcd(i, n) = 1 nên π(k) quét được
hết từ 0, 1, · · · , n− 1
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Ta xét mã BCH C1 sinh bởi β và mã w = (w0w1 · · ·wn−1) là một mã ∈ C1. Khi đó w(β) = w(β2) = · · · = w(β2t)

Xét một số z thỏa mãn w(βz) = 0. Khi đó
n−1∑
i=0

wiβ
iz = 0. Do π(k) là một hoán vị của 0, 1, · · · , n − 1 nên ta có

thể viết lại thành
n−1∑
i=0

wπ(i)β
π(i)z = 0.

Mà βπ(k)z = βikz = (β′)kz nên 0 =

n−1∑
i=0

wπ(i)β
π(i)z =

n−1∑
i=0

wπ(i)(β
′)iz hay w′((β′)z) = 0 với w′ = (wπ(0)wπ(1) · · ·wπ(n−1))

Vậy w′ là một mã thuộc mã BCH sinh bởi β′ hay 2 mã BCH sinh bởi β, β′ là tường đương nhau

7.3 Mã Reed-Solomon

Định nghĩa 7.9. Mã Reed-Solomon là một mã BCH trên Fq có độ dài n = q−1 và sửa được t lỗi. Ta có thể lấy phần
tử sinh của F×q làm β thì sẽ thỏa mãn tính chất

w(β) = w(β2) = · · · = w(β2t)

Ví dụ 7.10. Do 3 là một phần tử nguyên thủy của Z7, ta có thể tạo được một mã Reed-Solomon sửa được 2 lỗi với
độ dài 6 bởi đa thức sinh

g(x) = (x− 3)(x− 32)(x− 33)(x− 34) = (x− 3)(x− 2)(x− 6)(x− 4)

Tính chất 27. Đa thức sinh của mã Reed-Solomon là g(x) = (x− β)(x− β2) · · · (x− β2t) = 0 với β là phần tử sinh

Chứng minh. Do β là phần tử sinh của F×q nên trong Fq, ta có được xn − 1 = (x− β)(x− β2) · · · (x− βn−1).

Đồng thời đa thức cực tiểu của βi là x− βi nên ta thu được g(x) = (x− β)(x− β2) · · · (x− β2t)

Tính chất 28. Mã Reed-Solomon sửa t lỗi sẽ có trọng d = 2t+ 1

Chứng minh. Từ tính chất trên, ta thu được trọng của g(x) ≤ 2t+1. Mà theo Tính chất 3, ta lại thu được wt(C) ≥ 2t+1.
Kết hợp lại, ta thu được trọng của mã Reed-Solomon là 2t+ 1

Tính chất 29. Mã Reed-Solomon là mã xảy ra dấu bằng của ràng buộc Singleton (k + d ≤ n+ 1)

Chứng minh. Ta có k = n− 2t, d = 2t+ 1 hay k + d = n+ 1

Ta sẽ nói về việc chuyển mã Reed-Solomon thành mã nhị phân sửa cụm lỗi

Cho một mã Reed-Solomon K sửa được t lỗi trên trường F2m . Ta có thể biến các phần tử f(a) = f0+f1a+· · ·+fm−1am−1
trong trường F2m thành 1 nhóm nhị phân f0f1 · · · fm−1. Khi đó từ 1 mã dài n = 2m − 1, ta thu được một mã dài mn
như ở Hình 1.

Hình 1: Chuyển mã Reed-Solomon sang dạng nhị phân

27



Ví dụ 7.11. Xét mã có độ dài 7 trên trường F8, ta được đa thức sinh α3 + αx+ x2 + α3x3 + x4 hay ta thu được mã
α3α1α3100.
Mà α3 = α+ 1 ứng với 110, α ứng với 010 nên ta thu được mã nhị phân 21 kí tự 110|010|100|110|100|000|000
→ Ta thu được mã (21, 6) nhị phân từ mã Reed-Solomon (7, 2)

Ta thu được một nhận xét

Nhận xét 4. Một mã Reed-Solomon sửa t lỗi trên F2m thì khi chuyển sang mã nhị phân sẽ thu được 1 mã sửa tối đa
(t− 1)m+ 1 lỗi liên tiếp

Chứng minh. Giả sử rằng ta thu được mã sửa tối thiểu (t− 1)m+ 2 lỗi liên tiếp. Khi đó nếu ta xét lỗi ở (t− 1)m lỗi
liên tiếp ở giữa và 2 lỗi 2 bên thì ta thu được mã BCH sửa t+ 1 lỗi (Vô lý)

Vậy mã chỉ sửa tối đa (t− 1)m+ 1 lỗi liên tiếp

7.4 Giải mã mã BCH tổng quát

7.4.1 Vị trí lỗi và đánh giá lỗi

Cho một mã BCH có độ dài n trên Fq sửa được t lỗi. Giả sử ta nhận được vecto w có ≤ t lỗi. Ta tách thành được

w = c+ e

với e là vecto lỗi có wt(e) ≤ t, c là mã thuộc BCH

Ta giả sử wt(e) = p và ei1 , ei2 , · · · , eip là các vị trí 6= 0 của e. Mục tiêu của chúng ta là cần tìm ei1 , ei2 , · · · , eip
đó

Định nghĩa 7.12. Với mỗi k chạy từ 1 đến p, ta đặt

ak = βik , bk = eik

Ở đây ak được gọi là vị trí lỗi và bk được gọi là đánh giá lỗi

Ta sẽ tìm ei1 , · · · , eip từ a1, a2, · · · , ap, b1, b2, · · · , bp bằng cách

ek =

{
0 nếu βk 6= aj ∀ j
bj nếu ∃ j : βk = aj

7.4.2 Đa thức vị trí lỗi, đa thức đánh giá lỗi, và đa thức syndrome

Định nghĩa 7.13. Từ a1, a2, · · · , ap, b1, b2, · · · , bp, si = w(βi) ∀i = 0, 1, · · · , 2t− 1, ta xét 3 đa thức:

σ(x) =

p∏
i=1

(1− aix) , ω(x) =
p∑
i=1

bi
∏
j 6=i

(1− ajx) , s(x) = s0 + s1x+ · · ·+ s2t−1x
2t−1

Đa thức σ(x) được gọi là đa thức vị trí lỗi do ta có thể tìm được các vị trí lỗi ai với
1

ai
là nghiệm của σ(x),

còn ω(x) được gọi là đa thức đánh giá lỗi vì ta có thể tính được đánh giá lỗi bi
Tính chất 30. Đánh giá lỗi bi được tính nhờ công thức

bi = −ai
ω

(
1

ai

)
σ′
(

1

ai

) ∀1 ≤ i ≤ p
Với σ′(x) là đạo hàm của đa thức σ(x)
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Chứng minh. Xét tại một vị trí i bất kì. Ta gọi Ai(x) =
p∏

t=1, t 6=i

(1− aix). Khi đó σ(x) = Ai(x)(1− aix)

Ta thu được σ(x)′ = Ai(x)
′(1− aix) +Ai(x)(−ai) hay σ′

(
1

ai

)
= −aiAi

(
1

ai

)

Mà ω
(

1

ai

)
= biAi

(
1

ai

)
nên ta suy ra được bi = −ai

ω

(
1

ai

)
σ′
(

1

ai

)
Tính chất 31. ω(x) ≡ σ(x)s(x) (mod x2t)

Chứng minh. Ta có syndrome của w và e là như nhau nên ta có

si = e(βi) = ei1(β
i1)i + ei2(β

i2)i + · · ·+ eip(β
ip)i

Do ei1 , ei2 , · · · , eip là các vị trí khác 0 của e, eij = bj , β
ij = aj ∀j = 1, 2, · · · , p nên ta thu được

si =

p∑
j=1

bja
i
j

Ta lại có ω(x) =
p∑
i=1

bi
σ(x)

1− aix
,

1

1− aix
=

∞∑
j=0

(aix)
j nên ta thu được

ω(x) = σ(x)

p∑
i=1

bi ∞∑
j=0

(aix)
j


= σ(x)

∞∑
j=0

p∑
i=1

bia
j
ix
j

= σ(x)

∞∑
j=0

sjx
j

≡ σ(x)
2t−1∑
j=0

sjx
j (mod x2t)

≡ σ(x)s(x) (mod x2t)

Tính chất 32. deg(ω(x)) < t, deg(σ(x)) ≤ t

Chứng minh. Ta có deg(ω(x)) = p− 1 < t, deg(σ(x)) = p ≤ t

Tính chất 33. s(x) 6≡ 0 (mod xt)

Chứng minh. Giả sử phản chứng, s(x) ≡ 0 (mod xt) hay s0 = s1 = · · · = st−1 = 0. Do p ≤ t, si =

p∑
j=1

bja
i
j nên ta

thu được 
1 1 · · · 1
a1 a2 · · · ap
a21 a22 · · · a2p
· · · · · · · · · · · ·
ap−11 ap−12 · · · ap−1p

 .


b1
b2
b3
· · ·
bp

 =


s1
s2
s3
· · ·
sp

 = 0 (∗)
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Ta có được


b1
b2
b3
· · ·
bp

 6= 0. Ta lại có theo định thức Vandermonde, det


1 1 · · · 1
a1 a2 · · · ap
a21 a22 · · · a2p
· · · · · · · · · · · ·
ap−11 ap−12 · · · ap−1p

 =
∏
m<n

(an − am) 6= 0

nên nếu phương trình (∗) có nghiệm thì


b1
b2
b3
· · ·
bp

 = 0 và ta thu được điều mâu thuẫn

7.4.3 Xây dựng các đa thức lỗi

Ý tưởng ở đây là sử dụng thuật toán chia Euclid để tìm σ(x) và ω(x)

Bổ đề 7.14. (Thuật toán chia Euclid cho đa thức) Ta xét a0(x) = f(x), a1(x) = g(x), đồng thời ai−1(x) =
ai(x)qi(x) + ai+1(x) hay qi(x) là thương của phép chia ai−1(x) cho ai(x) nên deg(qi(x)) = deg(ai−1(x))− deg(ai(x)).
Ta có deg(a0(x)) > deg(a1(x)) > · · · và sẽ đến lúc ak+1(x) = 0 hay gcd(a0(x), a1(x)) = ak(x)

Ta xét 2 dãy đa thức {un(x)}, {vn(x)} thỏa mãn

u0(x) = 0, u1(x) = 1, uk+1(x) = qk(x)uk(x) + uk−1(x)

v0(x) = 1, v1(x) = 0, vk+1(x) = qk(x)vk(x) + vk−1(x)

Tính chất 34. f(x)vi(x)− g(x)ui(x) = (−1)iai(x) ∀i

Chứng minh. Ta chứng minh bằng nguyên lý quy nạp

Với i = 0, ta có v0(x) = 1, u0(x) = 0, a0(x) = f(x). Vậy f(x)v0(x) − g(x)u0(x) = a0(x) hay tính chất đúng
với i = 0

Với i = 1, ta có v1(x) = 0, u1(x) = 1, a1(x) = g(x). Vậy f(x)v1(x) − g(x)u1(x) = −a1(x) hay tính chất đúng
với i = 1

Giả sử khẳng định đúng đến i = m, hay f(x)vj(x)− g(x)uj(x) = (−1)jaj(x) ∀j = 0, 1, · · · ,m. Ta chứng minh

f(x)vm+1(x)− g(x)um+1(x) = (−1)m+1am+1(x)

Ta có

f(x)vm+1(x)− g(x)um+1(x) = f(x)(qm(x)vm(x) + vm−1(x))− g(x)(qm(x)um(x) + um−1(x))

= qm(x)(f(x)vm(x)− g(x)um(x)) + f(x)vm−1(x)− g(x)um−1(x)
= qm(x)((−1)mam(x)) + (−1)m−1am−1(x)
= (−1)m−1(am−1(x)− qm(x)am(x))

= (−1)m+1(am−1(x)− qm(x)am(x))

Theo bổ đề 7.14, am+1(x) = am−1(x)− am(x)qm(x) nên (−1)m+1(am−1(x)− qm(x)am(x)) = (−1)m+1am+1(x)

Vậy f(x)vm+1(x) − g(x)um+1(x) = (−1)m+1am+1(x) hay khẳng định đúng với i = m + 1. Theo nguyên lý quy
nạp, ta thu được f(x)vi(x)− g(x)ui(x) = (−1)iai(x) ∀i

Ta sẽ sử dụng thuật toán chia Euclid với f(x) = x2t và g(x) = s(x). Ta xét tại vị trí thứ l nhỏ nhất thỏa mãn
deg(al(x)) < t hay deg(a0(x)), deg(a1(x)), · · · , deg(al−1(x)) ≥ t

Tính chất 35. deg(uk(x)) = deg(a0(x))− deg(ak−1(x))
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Chứng minh. Ta chứng minh bằng nguyên lý quy nạp

Với k = 1, ta có deg(u1(x)) = 0 = deg(a0(x))− deg(a0(x)) hay khẳng định đúng với k = 1

Với k = 2, ta có deg(u2(x)) = deg(q1(x)) + deg(u1(x)) = deg(q1(x)) = deg(a0(x)) − deg(a1(x)) hay khẳng định
đúng với k = 2

Giả sử khẳng định đúng đến k = n hay deg(ui(x)) = deg(a0(x))− deg(ai−1(x)) ∀i = 1, 2, · · · , n

Ta chứng minh khẳng định đúng với k = n+ 1

Ta có deg(un+1(x)) = deg(qn(x)un(x) + un−1(x)).

Mà deg(un−1(x)) = deg(a0(x))− deg(an−2(x))

deg(qn(x)un(x)) = deg(qn(x)) + deg(un(x)) = deg(an−1(x))− deg(an(x)) + deg(a0(x))− deg(an−1(x)) = deg(a0(x))−
deg(an(x)), đồng thời deg(an−2(x)) > deg(an(x)) nên deg(un−1(x)) < deg(un(x)qn(x))

Vậy deg(qn(x)un(x) + un−1(x)) = deg(qn(x)un(x)) = deg(a0(x)) − deg(an(x)) nên deg(un+1(x)) = deg(a0(x)) −
deg(an(x)) hay khẳng định đúng với k = n+ 1

Tính chất 36. σ(x) =
ul(x)

ul(0)
, ω(x) =

(−1)l+1al(x)

ul(0)

Chứng minh. Ta gọi gcd(x2t, s(x)) = xa. Ta thu được a < t do s(x) 6≡ 0 (mod xt)

Do x2tvl(x)− s(x)ul(x) = (−1)lal(x) nên s(x)ul(x) ≡ (−1)l+1al(x) (mod x
2t)

Đặt σ(x) = ul(x), ω(x) = (−1)l+1al(x). Khi đó s(x)σ(x) ≡ ω(x) (mod x2t), deg(ω(x)) < t. Theo tính chất 14,
deg(σ(x)) = deg(ul(x)) = deg(a0(x))− deg(al−1(x)) = 2t− deg(al−1(x)). Do deg(al−1(x)) ≥ t nên deg(σ(x)) ≤ t

Ta có

{
s(x)σ(x) ≡ ω(x) (mod x2t)
s(x)σ(x) ≡ ω(x) (mod x2t)

nên

{
s(x)σ(x)ω(x) ≡ ω(x)ω(x) (mod x2t)
s(x)σ(x)ω(x) ≡ ω(x)ω(x) (mod x2t)

hay σ(x)ω(x) ≡ σ(x)ω(x) (mod x2t)

(Do s(x) 6≡ 0 (mod x2t)

Do deg(σ(x)), deg(σ(x)) ≤ t và deg(ω(x)), deg(ω(x)) < t nên deg(σ(x)ω(x)), deg(σ(x)ω(x)) < 2t

Mà σ(x)ω(x) ≡ σ(x)ω(x) (mod x2t) nên σ(x)ω(x) = σ(x)ω(x)

Ta có gcd(σ(x), ω(x)) = 1 (Do σ(x), ω(x) không có nghiệm chung) nên σ(x) | σ(x). Mà deg(σ(x)) = t ≥ deg(σ(x)) nên
∃ d ∈ F×q sao cho σ(x) = dσ(x)

Thay x = 0, ta có 1 = dσ(0) nên d =
1

σ(0)
=

1

ul(0)
. Vậy σ(x) =

σ(x)

ul(0)
=
ul(x)

ul(0)
và ω(x) = dω(x) =

(−1)l+1al(x)

ul(0)

7.4.4 Phương pháp tổng quát

Cách giải mã sử dụng thuật toán chia Euclid bao gồm 5 bước

• Bước 1: Tìm đa thức syndrome s(x)

• Bước 2: Dùng thuật toán Euclid mở rộng để tìm ak(x), uk(x)

• Bước 3: Tìm ω(x) và σ(x) theo công thức

σ(x) =
uk(x)

uk(0)
, ω(x) =

(−1)k+1ak(x)

uk(0)
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• Bước 4: Ta tìm a1, a2, · · · , ap với 1
ai

là nghiệm của đa thức σ(x) và b1, b2, · · · , bp từ công thức bi = −ai
ω
(

1
ai

)
σ′

(
1
ai

) ∀1 ≤
i ≤ p

• Bước 5: Tìm các vecto lỗi e = e1 · · · en và tìm từ mã c = w − e

Chú ý 1. Đôi khi việc tìm nghiệm của σ(x) khá lâu nên ta có thể sử dụng ngôn ngữ Sage 9.3 trên CoCalc để có thể
làm việc nhanh và hiệu quả hơn.

Ví dụ 7.15. Giải mã 001000100000000 với mã BCH sửa 2 lỗi với độ dài 15

Bước 1: Ta có w(x) = x2+x6. Xét đa thức syndrome s(x) = s0+s1x+s2x
2+s3x

3 với si = α2i+α6i (α là phân tử sinh của F16)

s0 = 0

s1 = α2 + α6 = α2(α4 + 1) = α2(α) = α3

s2 = α4 + α12 = α4(α8 + 1) = α4(α2) = α6

s3 = α6 + α18 = α6(1 + α12) = α6(α+ α2 + α3) = α7(α10) = α17 = α2

→ s(x) = α3x+ α6x2 + α2x3

Bước 2: Ta thực hiện thuật toán chia Euclid mở rộng với a0(x) = x4 và a1(x) = s(x) = α3x+ α6x2 + α2x3

• Chia a0(x) cho a1(x), ta thu được q1(x) = α13x+α2 và a2(x) = α10x2 +α5x. Ta có deg(a2(x)) ≤ 2 nên tiếp tục
thuật toán

• Chia a1(x) cho a2(x) ta thu được q2(x) = α7x+ α9 và a3(x) = x. Do deg(a3(x)) < 2 nên ta dừng lại. Khi đó ta
cần tìm u3(x)

• Ta có u0(x) = 0, u1(x) = 1, u2(x) = q1(x), u3(x) = u2(x)q2(x) + u1(x) = α5x2 + x+ α12

Bước 3: Ta thu được

σ(x) =
u3(x)

u3(0)
= α8x2 + α3x+ 1

và

ω(x) =
a3(x)

u3(0)
= α3x

Bước 4: Ta tìm nghiệm của σ(x) = (xα2 − 1)(xα6 − 1) là a0 = α2, a1 = α6

Bước 5: Ta thu được mã gốc là 000000000000000
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7.5 Ứng dụng của mã BCH trong cuộc sống

Mã BCH (63, 56) được sử dụng trong chíp Field-programmable gate array (FPGA) của Ủy ban Tư vấn về Hệ thống
Dữ liệu Không gian (CCSDS) để liên lạc trong không gian

Mã BCH (15, 7) được dùng trong mã QR. Điều này có nghĩa là nếu ta input một mã QR code như bên trái thì khi
truyền tin, nó sẽ bị mã hóa thành hình bên phải. Ta sẽ sử dụng mã BCH (15, 7) đó để tìm ra được mã QR code ban đầu
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